ОСНОВЫ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ В СИСТЕМАХ И СЕТЯХ СВЯЗИ

Глава 1. Математические основы  обработки случайных сигналов

Сигналы связи являются физическими носителями  сообщений, предназначенные для передачи разнообразной информации в системах и сетях связи. При этом физическая природа сигналов может быть различна: сигналы могут быть преобразованы в звуковые, электрические, световые и т.п. колебания. Следовательно, сигналы можно рассматривать как материальный и энергетический ресурс для преобразования, хранения и передачи информации.
В технике связи передаваемые сообщения носят случайный характер. Другими словами, должно существовать некоторое множество вариантов сообщений (например, множество различных температур, выдаваемых датчиком), из которых с определенной вероятностью реализуется одно. Если бы передаваемые сообщения были детерминированными, т.е. заранее известными с полной достоверностью, то их передача не имела бы смысла. Такие сообщения были бы заранее известными, и в общем случае, неинформативными. Т.к. сообщения носят случайный характер, поэтому сигналы в системах и сетях связи в большинстве случаев также являются случайными. Детерминированные сигналы можно использовать лишь для испытаний систем связи или ее отдельных элементов. Поэтому современная теория связи использует вероятностные модели как наиболее адекватный способ описания сигналов в системах и сетях связи.

Кроме того, сигналы в системах и сетях связи подвергаются различным преобразованиям, к которым можно отнести необходимые для передачи и приема (например, фильтрацию, модуляцию, детектирование), так и вынужденные преобразования (например, вынужденное искажение сигналов при распространении через турбулентную среду или при воздействии разнообразных помех). Перечисленные преобразования во многих случаях также носят случайный характер, особенно это касается вынужденных преобразований сигналов. Поэтому для того, чтобы учесть изменение свойств и параметров сигналов в результате преобразования, а также сам характер преобразования сигналов, необходимо знать математические основы статистической теории связи. Кроме того, вероятностный подход позволяет также определить оптимальные передающие и приемные устройства (обеспечивающие их максимально возможное качество их функционирования), предельные показатели систем и сетей связи, учесть техническое несовершенство устройств обработки и преобразования сигналов.

§1 Основные понятия и теоремы элементарной теории вероятности
Важным понятием элементарной теории вероятности является определение понятия события. В технике связи событие можно связать с передачей (либо не передачей) какого-либо сигнала.

В общем случае событие есть всякий факт, который в результате опыта может произойти или не произойти (например, сообщение было получено либо нет в результате передачи сигнала по линии связи).

По характеру проявления события классифицируются по виду на:

- достоверные (Д), которые в результате опыта непременно должны произойти (например, успешная передача сигнала по исправной линии связи в отсутствии помех);

- невозможные (Н), которые в данном опыте не могут произойти (например, успешная передача сигнала по неисправной линии связи); 

- случайные (С) (например, успешная передача сигнала по исправной линии связи в присутствии помех может произойти, а может и не произойти). 

Вероятность представляет собой числовую характеристику степени возможности появления какого-либо события. При этом вероятность принимает значения из числового отрезка [0,1] (иногда, в обыденных случаях, вероятность «измеряют» в процентах в интервале 0…100%). Обычно принимают, что вероятность достоверного события: Р(Д)=1; невозможного Р(Н)=0; случайного 0≤Р(С)≤1.

События называются несовместимыми, если они не могут произойти вместе или одновременно, в противном случае события – совместимые.

События называют равновозможными, если есть основание считать, что ни одно из них не является более возможным, чем другое.

Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания обязательно происходит хотя бы одно из них.

Назовем исходом результат каждого испытания. Пусть некоторое испытание имеет N равновозможных исходов, 
а n – количество исходов этого испытания, приводящих к наступлению события А, тогда вероятность события А равна:
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Например, в канал связи случайным образом передается «0» либо «1». Количество исходов в опыте N=2 (нуль и единица); пусть имеет место событие: А - «передается «1», количество исходов события А n=1,тогда вероятность рассматриваемого события равна Р=1/2.
Когда N и n определить невозможно, пользуются геометрическими описаниями исходов того или иного события, как показано на (рис. 1.1.1.). 
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                                        Рис. 1.1.1.
На рисунке обозначены: S(A) - площадь фигуры, благоприятствующей наступлению события А; S(Φ) – площадь фигуры полной группы событий, которую можно рассматривать в качестве достоверного события. Тогда вероятность наступления события А можно определить по формуле: 
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Суммой (или объединением) множества событий А1,А2,А3,… называется событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит по крайней мере одно («хотя бы одно») из этих событий. Сумма событий обозначается:
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где «+» - логическая операция ИЛИ.

Произведением (или пересечением) событий А1,А2,А3,… называется такое событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходят все события вместе («одновременно»).

Произведение событий обозначается:
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где «*» - логическая операция И.

Определим вероятности сложных событий, представляемые в виде суммы отдельных (простых) событий. Для наглядности удобно воспользоваться геометрической интерпретацией этих понятий.

Вначале рассмотрим вероятность суммы двух несовместных событий. На диаграмме (рис. 1.1.2.) несовместные события А1 и А2 не пересекаются, т.е. нет случаев которые благоприятны и А1 , и А2 вместе. Сумма событий А обозначена пунктирной линией, событие объединяет эти события. На рисунке через S(Φ) обозначена  площадь фигуры достоверного события, в которой «располагаются» фигуры событий А1 и А2, S(A1) и S(A2) – площади фигур соответствующие событиям A1 и A2.
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                                        Рис. 1.1.2.

Площадь фигуры, благоприятствующей наступлению событию А равна:
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Разделим правую и левую части равенства (1.1.1.) на S(Φ):
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С учетом определения вероятностей наступления событий А , А1 и А2 соответственно
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откуда получим формулу вероятности суммы двух несовместных событий:
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Пусть теперь события А1и А2 совместны, т.е. имеют зону пересечения. Зона пересечения благоприятствует «одновременному» наступлению этих событий.  Фигура пересечения, показанная на рис.1.1.3. заштрихована, пусть она имеет площадь S(A1,A2).
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                                             Рис. 1.1.3
Площадь фигуры S(A), благоприятствующей событию А:
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В формуле (1.1.3.) применено вычитание величины  S(A1,A2) , т.к. эта величина дважды входит в сумму 
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Разделим (1.1.3) на S(Φ):
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В итоге получим вероятность суммы двух совместных событий
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где 
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- вероятность произведения событий А1 и А2.

Методом полной индукции можно доказать общую формулу для вероятности суммы любого числа совместных событий:
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf])
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 1.1.5.)
Определим вероятности сложных событий, представляемых в виде умножения простых событий. Сначала введем понятие независимости событий и условной вероятности события А.

Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет, в противном случае событие А называется зависимым. 

Вероятность события А, вычисленная при условии, что имело место событие В, называется условной вероятностью и обозначается Р(А/В).

Определим условную вероятность Р(А/В) с помощью диаграммы на рис 1.1.4. Пусть появляется событие В, а затем событие А, совместное с В. Т.к. событие А  «связываем» только с событием В (при этом событие B можно рассматривать в качестве достоверного по отношению к A), условную вероятность можно определить в виде (см. рис. 1.1.4.):
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Рис.1.1.4.
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где S(AB)-площадь фигуры, благоприятствующей наступлению событий А и B, S(B) - площадь фигуры, благоприятствующей событию В. Разделим и умножим (1.1.6.) на S(Φ) и с учетом определения вероятностей 
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Формулу (1.1.7) можно также переписать в виде
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В силу симметрии также справедливо равенство:
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так как в качестве наступления «первого» события можно рассматривать событие  А, а в качестве зависимого - событие В.

Методом индукции можно доказать теорему умножения для нескольких событий:
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В случае независимости событий теорема упрощается и принимает вид:


[image: image32.wmf])

(

)

(

)

(

)

,

,

,

(

2

1

2

1

n

n

A

P

A

P

A

P

A

A

A

P

K

K

=

                                 (1.1.11)
т.е. вероятность произведения независимых событий равна произведению вероятностей этих событий. 

Следствием теорем сложения и умножения вероятностей является так называемая формула полной вероятности.

Пусть требуется определить вероятность некоторого события А, которое может произойти вместе с одним из событий Н1, Н2…Нn, образующих полную группу несовместных событий.
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Рис. 1.1.5 

Проиллюстрируем решение задачи с помощью диаграммы на рис. 1.1.5. Пусть «вначале» наступает хотя бы одно событие из множества {Н1, Н2…Нn}, затем «появляется» зависимое событие А, Так как  события Н1 и Нn несовместны, то площадь фигуры, благоприятствующей наступлению события A равна сумме площадей заштрихованных фигур (другими словами, событие А может появиться в комбинации с событиями Н1, Н2…Нn):    
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Несколько преобразуем формулу (1.1.12). Для этого почленно разделим и умножим ее на величину S(Hi) 
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и далее разделим правую и левую части вышеприведенного выражения на S(Ф). С учетом определения условной вероятности  получим:
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   (1.1.13)

Так как отношение S(A)/S(Ф) в левой части (1.1.13) численно равно вероятности P(A) наступления события A, поэтому (1.1.13) можно переписать в виде:
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Формула (1.1.14) является формулой полной вероятности.

Следствием теоремы умножения и формулы полной вероятности является теорема гипотез (формула Байеса).

Теорема гипотез решает следующую задачу: пусть имеется полная группа гипотез (событий) Н1, Н2…Нn с известными вероятностями их появления Р(Н1), Р(Н2),…,Р(Нn). Проведен опыт, в результате которого появилось событие А. Спрашивается, с какой из гипотез следует связывать событие А. Другими словами, нужно найти условную вероятность Р(Нi/A) для каждой гипотезы. По определению условной вероятности имеем:
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Далее, вместо Р(А) подставляем выражение (1.1.14) и окончательно получаем формулу Байеса: 
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                                                (1.1.16)

Формула Байеса (1.1.16) позволяет скорректировать  вероятности гипотез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие А. В частности, в теории связи формула (1.1.16) используется для выработки критерия наилучшего (оптимального) приема полезных сигналов на фоне помех.

Рассмотрим важный пример использования формулы Байеса.

Пусть по бинарному симметричному каналу связи (см.рис.1.1.6), состоящему из передатчика (ПРД) и приемника (ПРМ) передаются равновероятно символы «•»и «-» (точка, тире). В канале связи действует помеха, искажающая сигналы передачи точки и тире. Поэтому в приемнике возможен как правильный (на рис. 1.1.6 обозначен сплошной стрелкой), так и неправильный  (на рис. 1.1.6.  обозначен пунктирной стрелкой) прием символов. 
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                                            Рис. 1.1.6.

Пусть также известна переходная вероятность правильного (безошибочного) приема обоих сигналов, которая равна p, и переходная вероятность неправильного (ошибочного) приема 
[image: image41.wmf]1

qp
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Определим, какой из двух символов был передан, если в приемнике принята «•» (точка).

Решение задачи. Отождествим гипотезу Н1 с передачей символа «•». Согласно условию задачи вероятность наступления этого события Р(Н1)=р.=0.5.
Гипотезу Н2 свяжем с передачей сигнала «-», при этом вероятность наступления этого события Р(Н2)=р_=0.5.

Примем в качестве события А тот факт, что приемник принял точку «•».

С математической точки зрения задача состоит в том, чтобы определить условные вероятности:

- Р(Н1/А)-передатчик выдал «•» при условии, что приемник принял «•»;

- Р(Н2/А)- передатчик выдал «-» при условии, что приемник принял «•».

Для решения задачи воспользуемся формулой Байеса (1.1.16). Вначале определим следующие вероятности:

-Р(А/Н1) – вероятность того, что приемник принял символ  «•» при условии, что была передана «•»,

-Р(А/Н2) - вероятность того, что приемник принял «•» при условии, что была передана «-»,

- P(A) – полная вероятность приема «•» как в случае ошибочной, так и безошибочной передачи.

Из рис. 1.1.6. легко видеть, что значения вышеперечисленных вероятностей равны переходным вероятностям, т.е. P(А/Н1)=p и Р(А/Н2)=q. Величина P(A) вычисляется по формуле полной вероятности (1.1.14):
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Тогда по формуле Байеса для искомых условных вероятностей имеем:
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Отсюда следует, что при приеме «•» была передана «•», если p>q и было передано «-», если p<q. Такое решение  вполне логично, так как сигналы «•» и «-» следуют равновероятно.
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